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第 1章

Maxwell方程式の 導出

1.1 Maxwell の 第１方程式 (静電界)

P点を 中心と した 十分小さ い 閉曲面 ∆x,∆y,∆z の 直方体を 考え る 。
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Fig.1： 直交座標に お け る 微小直方体

ガウ スの 定理を 適用す る と
∮

s

D · dS = Q (1.1)

上の 積分は 、 閉曲面の 積分を 行う こ と を 意 味して い る 。 従っ て 、 各面に 対す る 計 6組の 積

分を 考え れ ば 良い 。

∮

s

D · dS =

∫

前

+

∫

裏

+

∫

左

+

∫

右

+

∫

頂

+

∫

底

(1.2)

今、 面素は 十分小さ く と っ て い る の で 、 D は 本質的に 一 定と 考え て 良い か ら

∫

前

' D前 · ∆S ' D前 · ∆y∆zax ' Dx 前∆y∆z (1.3)

こ こ で 前面の Dx の 近似値を 求 め る 必要が あ る 。 前面は P 点か ら ∆x/2 の 距離に あ る

か ら

Dx 前 ' Dx0 +
∆x

2
× (x に つ い て の 変化の 割 合) (1.4)

' Dx0 +
∆x

2

∂Dx

∂x
(1.5)
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こ こ で Dx0 は P点に お け る Dx 値、 ま た 一 般に Dx は y, z に つ い て も 変化す る か ら 、 x

に つ い て の Dx の 変化の 割 合を 示す の に 偏導関 数を 用い る 。 従っ て
∫

前

'

(

Dx0 +
∆x

2

∂Dx

∂x

)

∆y∆z (1.6)

同様に して 裏面の 積分は 、
∫

裏

' D裏 · ∆S裏 ' D裏 · (∆y∆z)(−ax) ' −Dx 裏∆y∆z (1.7)

裏面に お け る Dx 裏 は

Dx 裏 ' Dx0 −
∆x

2

∂Dx

∂x
(1.8)

上の 2式よ り
∫

裏

'

(

−Dx0 +
∆x

2

∂Dx

∂x

)

∆y∆z (1.9)

以 上よ り 前と 裏の 積分の 和は
∫

前

+

∫

裏

'
∂Dx

∂x
∆x∆y∆z (1.10)

同様に して 、 y, z 方向に つ い て も 考え る と
∫

右

+

∫

左

'
∂Dy

∂y
∆x∆y∆z (1.11)

∫

頂

+

∫

底

'
∂Dz

∂z
∆x∆y∆z (1.12)

従っ て 、 ま と め る と
∮

s

D · dS '

(∂Dx

∂x
+

∂Dy

∂y
+

∂Dz

∂z

)

∆x∆y∆z (1.13)

す なわ ち
∮

s

D · dS = Q '

(∂Dx

∂x
+

∂Dy

∂y
+

∂Dz

∂z

)

∆v (1.14)

こ こ で ∆v = ∆x∆y∆z で あ る 。 こ の 体積素 ∆v が 小さ く なる に 従っ て 近似が 良く なる 。

式展開す る と
∮

D · dS

∆v
'

(∂Dx

∂x
+

∂Dy

∂y
+

∂Dz

∂z

)

'
Q

∆v
(1.15)

極限操作で
∂Dx

∂x
+

∂Dy

∂y
+

∂Dz

∂z
= lim

∆v→0

∮

D · dS

∆v
= lim

Q

∆v
(1.16)

こ こ で 近似式が 等式に 置き 換 え ら れ た 。 最後の 項は 体積電荷密度 ρv と なる か ら

∂Dx

∂x
+

∂Dy

∂y
+

∂Dz

∂z
= lim

∆v→0

∮

D · dS

∆v
= divD (1.17)

従っ て
∂Dx

∂x
+

∂Dy

∂y
+

∂Dz

∂z
= ρv (1.18)
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上式の 物理的な意 味は 、 ベ クトル 束密度D の 発散は 体積が 0 に 近付く と き 、 小さ な閉曲

面か ら の 単位 体積当た り の 束の 流出で あ る こ と を 意 味して い る 。

発散の 定義 式は

divD = lim
∆v→0

∮

D · dS

∆v
(1.19)

以 上よ り

∴ divD = ρv (1.20)

と なり 、 Maxwell 方程式の 第１方程式 (静電界) を 導出す る こ と が で き る 。

1.2 Maxwell の 第２ 方程式 (静磁界)

次に 磁界に 対す る ガウ スの 定理を 考え る 。 電荷の 場合は 、 電荷 Q は 電束の 流線ソー ス

で あ る 。 しか し磁束の 流線は 常に 閉じ て お り 、 磁荷に 終端す る こ と は ない 。 従っ て 磁界に

対す る ガウ スの 定理は
∮

s

B · dS = 0 (1.21)

微分形式で 表記 す る と 、 発散の 定理よ り

∇ · B = 0 (1.22)

1.3 Maxwell の 第３ 方程式

上節で は 、 電荷と 磁荷の そ れ ぞ れ の 性質に か ら 一 般条件が 得ら れ た 。 しか し、 1831 年

に Faraday は 電場と 磁場と の 間 に 相互作用が あ る こ と を 発見した 。 こ の 法則を Faraday

の 法則と い い 、 次式で 表さ れ る 。

φ = IR = −
dΦ

dt
(1.23)

こ こ で φ は Volt、 I は Ampere を 、 R は 抵抗で あ る 。 Φ は 閉路内を 通過す る 磁束を 表す 。

従っ て 、 dΦ/dt は 磁束の 時間 変化の 割 合を 表して い る 。 磁束の 単位 は Wb = V/sec で あ

る 。 マ イ ナスが 付い て い る た め に 、 結局磁束は 起 電力 φ を 減少さ せ る 方向に 発生す る 。 誘

起 電圧 が 反対方向の 磁束を 発生す る よ う に 作用す る こ と は 、 Lenz の 法則と して 知ら れ て

い る 。

閉路が N 回巻 の 導線で で き て い る と す る と 、 各閉路に お い て ま っ た く 同様の 考え が 成

り 立ち 、

φ = −N
dΦ

dt
(1.24)

と なる 。 こ こ で φ は N 回巻 の 同じ 経路の い ず れ か １つ を 通過す る 磁束を 示して い る 。 次

に φ を 定義 す る 。 φ は スカラ ー で あ り 、 次元は V で あ る 。

φ =

∮

E · d L (1.25)
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と 定義 す る 。 上式は 特定の 閉路に 関 す る 電位 差を 示して い る 。 経路の あ る 部分が 変化す る

と 、 一 般に V は 変化す る 。

こ こ で 、 磁束 Φ は 閉曲面に よ っ て 囲 ま れ た 任意 の 曲面 S 上の 表面積分で 表さ れ 、

Φ =

∮

s

B · dS (1.26)

で 定義 さ れ る 。 従っ て 、 (1.25) 式は

φ =

∮

E · dL = −
d

dt

∮

s

B · dS (1.27)

こ こ で 、 右 手の 親指の 方向に dS が 、 残り の 指の 方向に 閉路が 向い て い る 。 従っ て 、 dS

の 方向に 時間 と 共に 増大す る 磁束密度B は 閉路の 正方向と は 反対の 方向に 平均値 E を 発

生さ せ る こ と と なる 。

上式の 左辺に ストー クスの 定理を 適用す る と 、

φ =

∮

E · dL =

∮

s

(∇× E) · dS = −

∮

s

∂B

∂t
· dS (1.28)

面積分は 両辺と も 同じ 面上で なさ れ 、 こ れ を 微小面に 選ん で も 良い か ら

(∇× E) · dS = −
∂B

∂t
· dS (1.29)

従っ て 、

∇× E = −
∂B

∂t
(1.30)

が 得ら れ る 。 こ の 式は 、時間 的に 変化す る 磁界に よ っ て 電界が 発生す る こ と を 述べ て い る 。

1.4 Maxwell の 第４方程式

次に Ampere の 周回積分の 法則に つ い て 考え る 。 Ampere の 法則は 次式で 表さ れ る 。
∮

H · dL = I (1.31)

閉路内を 通過す る 方向に 回した 右 ネジの 進む 方向に 流れ る 電流を 正の 電流と 定義 す る 。

今、 ∆x, ∆y か ら なる 閉路を 考え る 。

x
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34
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Fig.2： 直交座標に お け る 微小閉路

中心の H を H0 = Hx0ax + Hy0ay + Hz0az と す る と 、 こ の 閉路周り の H の 積分は 近

似的に 各辺上の H · ∆L の ４つ の 値の 和で 表さ れ る 。 az 方向の 電流に 対して 、 回転す る

方向を 1 − 2 − 3 − 4 − 1 と 選ぶ 、 1 − 2 の (H · ∆L)1−2 の 値は

(H · ∆L)1−2 = Hy,1−2∆y (1.32)
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こ の 線分上 (1 − 2) の Hy の 値は 、 中心基 準値 Hy0 の x に つ い て の Hy の 変化の 割 合、 中

心か ら 辺 (1 − 2) の 中心点ま で の 距離 ∆x/2 の 項で 与え ら れ る 。

Hy,1−2 ' Hy0 +
∂Hy

∂x

∆x

2
(1.33)

従っ て

(H · ∆L)1−2 '

(

Hy0 +
1

2

∂Hy

∂x
∆x

)

∆y (1.34)

同様に して 、 (2 − 3)

(H · ∆L)2−3 ' Hx,2−3(−∆x) '
(

Hx0 +
1

2

∂Hx

∂y
∆y

)

∆x (1.35)

全体を 加え る と
∮

H · dL '

(∂Hy

∂x
−

∂Hx

∂y

)

∆x∆y (1.36)

Ampere の 法則か ら 、 こ の 結果は 閉路で 囲 ま れ た 電流ま た は 経路に よ っ て 制限さ れ た 任

意 の 面を 通過す る 電流に 等しく なけ れ ば なら ない 。 電流密度 J と す る と 囲 ま れ た 電流は

∆I ' Jz∆x∆y よ り 、
∮

H · dL

∆x∆y
'

∂Hy

∂x
−

∂Hx

∂y
' Jz (1.37)

閉路を 小さ く して ゆ く と 、 こ の 式の 近似は 正確 に なっ て い き 、 極限で 等式と なる 。 す な

わ ち

lim
∆x,∆y→0

∮

H · dL

∆x∆y
=

∂Hy

∂x
−

∂Hx

∂y
= Jz (1.38)

囲 ま れ た 電流は H の 閉路積分に 等しい と い う Ampere の 周回積分か ら 出発して 、 囲 ま れ

た 単位 面積当た り の H の 閉路積分と 囲 ま れ た 単位 面積当た り の 電流す なわ ち 電流密度と

の 関 係が 得ら れ た 。 同様に して 、

lim
∆y,∆z→0

∮

H · dL

∆y∆z
=

∂Hz

∂y
−

∂Hy

∂z
= Jx (1.39)

lim
∆z,∆x→0

∮

H · dL

∆x∆z
=

∂Hx

∂z
−

∂Hz

∂x
= Jy (1.40)

が 得ら れ る 。 こ れ は 回転 (rot) を 表す 。

rotH = lim

∮

H · dL

∆S
= ∇× H = J (1.41)

単位 面積当た り の 循環 を 回転と い っ て も よ い 。 以 上よ り Ampere の 法則の 微分表示形

∇× H = J (1.42)

が 得ら れ た 。 次に こ の 式の 両辺の 発散を と る 。

∇ · ∇× H = 0 = ∇ · J (1.43)
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ベ クトル の 回転の 発散は 、 恒等式的に 0 で あ る か ら 、 ∇ · J も 0 で あ る が 、 電流の 連続の

式 (後述) か ら

∇ · J = −
∂ρv

∂t
(1.44)

従っ て 、 ∂ρv/∂t = 0 の 時だ け 、 Ampere の 法則の 微分形が 成り 立つ こ と と なる 。 しか し

こ れ は 非現実的な制限で あ り 、 時間 的に 変化す る 場合に 対して 、 こ の よ う に 仮定す る 前

に 、 (1.42) 式を 修正す る 必要が あ る 。 (1.42) 式に 未知の 項G を 加え て

∇× H = J + G (1.45)

右 辺の 発散を と る と

0 = ∇ · J + ∇ · G (1.46)

す なわ ち

∇ · G =
∂ρv

∂t
(1.47)

ρv を ∇ · D で 置き 換 え る と

∇ · G =
∂

∂t
(∇ · D) = ∇ ·

∂D

∂t
(1.48)

従っ て 、

G =
∂D

∂t
(1.49)

よ っ て 、

∇× H = J +
∂D

∂t
(1.50)

1.5 Maxwell方程式

• cgs系

∇ · E = 4πe(ni − ne) (1.51)

∇× E = −
∂B

∂t
(1.52)

∇ · B = 0 (1.53)

c2
∇× B = 4πJ +

∂E

∂t
(1.54)

• MKS系

∇ · E = e(ni − ne) =
ρv

ε0
(1.55)

∇× E = −
∂B

∂t
(1.56)

∇ · B = 0 (1.57)

∇× H = J +
∂D

∂t
(1.58)
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• 物質方程式

D = ε0E (1.59)

B = µ0H (1.60)

こ こ で ε0, µ0 は 真空中の 誘電率、 透磁率を そ れ ぞ れ 表して い る 。

1.6 導出の 流れ

1. ∇ · D = ρv

Coulomb法則よ り 求 ま る 。 Gauss の 定理か ら 、 微分形を 求 め る 。
∮

s

D · dS = Q → divD = ρv

2. ∇ · B = 0

Coulomb 法則よ り 求 ま る 。 磁束の 定義 よ り 、 Gauss の 定理の 磁界版を 求 め 、 そ の

微分形を 算出す る 。

Φ =

∮

s

B · dS →

∮

s

B · dS = 0 → ∇ · B = 0

3. ∇× E = −Ḃ

Faraday の 法則よ り 、 ストー クスの 定理を 適用し整理す る と 求 ま る 。

φ = −
dΦ

dt
=

∮

E · dL → ∇× E = −
∂B

∂t

4. ∇× H = J + Ḋ

Ampere の 法則の 微分形を 求 め 、 連続の 式の 補正を 行う と 求 ま る 。
∮

H · dL = I → ∇× H = J → ∇× H = J +
∂D

∂t

1.7 電流の 連続性

電荷保存則よ り 、 等量の 正・ 負の 電荷が 電離など に よ り 同時に 発生した り 、 再結合など

に よ り 消失す る こ と は あ る が 、 正あ る い は 負の 電荷が 単独で 発生、 消失した り す る こ と は

ない 。 境界が 閉曲面で あ る 領域 を 考え る と 、 連続の 方程式は 、 こ の 保存則に 従う 。 閉曲面

を 通過す る 電流は

I =

∮

s

J · dS (1.61)

ま た 、 正の 電荷の 面外へ の 流出は 、 面内で の 正の 電荷の 減少で 平衡状態に なる 。 閉曲面内

の 電荷を Qi と す る と 、 減少の 割 合は −dQi/dt で 電荷保存則か ら

I =

∮

J · dS = −
dQ

dt
(1.62)
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前式に お け る 電流 I は 面外へ 流出す る 電流で あ る 。 微分形す なわ ち 点に お け る 表示は 発散

の 定理か ら 面積分を 体積積分に 変更す る こ と に よ っ て 得ら れ る

∮

s

J · dS =

∫

v

(∇ · J)dv (1.63)

ま た 、 電荷密度の 体積積分で 閉曲面内の 電荷 Qi を 表す と

∫

v

(∇ · J)dv = −
d

dt

∫

v

ρvdv (1.64)

一 定の 閉曲面を 考え る と 、 導関 数は 偏導関 数に なり 、 積分内に 入る 。

∫

v

(∇ · J)dv =

∫

v

−
∂ρv

∂t
dv (1.65)

こ の 式は 、 任意 の 小さ な体積に つ い て 成立す る か ら 、 ∆v に つ い て も 成り 立つ 。 従っ て 、

∇ · J = −
∂ρv

∂t
(1.66)

発散の 物理的意 味か ら 、 こ の 方程式は 小さ な体積か ら 発散す る 単位 体積当た り の 電流、 す

なわ ち １秒当た り の 電荷は 、 す べ て の 点に お い て 単位 体積当た り の 電荷の 減少の 時間 的割

合に 等しい こ と を 示して い る 。


