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アクロスデータ解析セミナー

2007/04/25 羽佐田葉子

はじめに

このセミナーでは以下のことを学びます(案)

信号解析の基礎

複素数

離散フーリエ変換

窓関数

相関関数とパワースペクトル

ノイズと誤差

統計学の復習

正規白色雑音

誤差伝播

アクロスデータ解析実習

離散フーリエ変換

スタッキングとノイズレベルの推定

伝達関数の取得

正･逆回転の合成

座標変換

時間波形の計算

周波数窓の適用

パーティクルモーション

1. 信号解析の基礎

1.1 複素数

虚数単位
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を用いて z = x + i y と表す。
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図5：指ぱっちんの音声データ
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図6：指ぱっちんの振幅スペクトル
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図7：指ぱっちんの振幅スペクトル(拡大)

実数部分 Re z = x
虚数部分 Im z = y
極形式

z = r ei 
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図9：指ぱっちんの位相スペクトル(unwrap)

絶対値 
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左図より x = r cos ,  y = r sin 
オイラーの公式（複素指数関数と三角関数の関係）

ei = cos  + i sin 
これより、


cos  = ( ei  + e–i  )/2

sin  = ( ei  – e–i  )/(2i)
複素共役

複素数の虚数部分の符号が反転したものを共役複素数と呼ぶ。ここでは*（アスタリスク）で表す。

z* = x – i y = r e –i 
zz* = |z|2 




【例題1.1.1】

f() = ei  (0(  (10)の実数部分、虚数部分、絶対値、偏角をMatlabを使って図示する。
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th = (0:0.1:10)’;

f = exp (i * th);

subplot(2,1,1);

plot(th, real(f), '-', th, imag(f),':');

xlabel('\theta')

legend('Re f', 'Im f')

subplot(2,1,2);

plot(th, abs(f), '-', th, angle(f), ':');

xlabel('\theta')

legend('|f|', 'Arg f')

【課題1.1.1】

次の複素数の実数部分、虚数部分、絶対値、偏角は？

(1)  (a + ib)/(c + id)
(2)  e – i π 
(3)  (a + ib)e c + id
1.2 離散フーリエ変換（DFT：Discrete Fourier Transform）

フーリエ変換の基本概念

あらゆる関数は様々な周期の三角関数の重ね合わせで表現できる。

一定時間間隔 t ごとに取得した一連の時系列データ {x1 , … , xn, …, xN} を考える。

このとき、{xn} はコサイン関数とサイン関数の重ね合わせで表現できる。
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(1.2.1)

k番目の周波数のコサイン関数の振幅 Ck とサイン関数の振幅 Sk を複素数で表した Xk を xn の複素フーリエ係数と呼ぶ。時間の関数を、周波数の関数である複素フーリエ係数に変換する演算をフーリエ変換という。

DFTの定義

アクロスのデータ解析では、離散フーリエ変換とその逆変換をそれぞれ次のように定義する。
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(1.2.2)

{Xk} をプロットした図を一般に周波数スペクトル（spectrum）といい、絶対値をとったもの{|Xk|}を振幅スペクトル、偏角をとったもの{Arg Xk} を位相スペクトルと呼ぶ。

【例題1.2.1】

xn = anm  (n = 1, … , N) のフーリエ変換を求める。

nm は、クロネッカーのデルタと呼ばれる関数で、以下の性質を持つ
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Matlabで確かめる。

MatlabでDFTを行うコマンドはfftであるが、

定義式が異なるため、式(1,2,2)に合わせる

ためにはデータ数 N を用いて

X = fft(x)/N;

x = ifft(X)*N;
とする必要がある。ifftは逆変換。

詳しくはMatlabのヘルプを参照。
N = 50; 


n = (1:N)';
a = 2; 


m = 8;

x = zeros(N, 1);

x(m) = a;

X = fft(x)/N; 

k = (1:N)';

DFTの特徴
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xn は時刻 tn = (n – 1) t のデータであり、Xk は周波数 fk = (k – 1) f の複素フーリエ係数である。

≪直流成分≫

X1 は周波数 0 についての複素フーリエ係数で、直流(DC)成分と呼ばれることがある。これはデータ {xn} の平均値になっている。
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(1.2.3)

≪基本周波数≫

周波数の最小単位 f = 1/(Nt) 

これは時系列データの時間長にちょうど1周期入る周波数である。

≪ナイキスト周波数≫

fNyquist = fN/2+1 = 1/(2t)

この周波数を境にして低周波数側と高周波数側は対称な構造になっている。

X2 = X*N      X3 = X*N – 1     X4 = X*N – 2     …
したがって、ナイキスト周波数は離散時系列データで表現可能な最大の周波数。

周波数 f0 の信号を記録するためには、データのサンプリング間隔を t＜1/(2 f0) にしなければならない。

【課題1.2.1】

DFTの定義式 (1.2.2) の Xk と式 (1.2.1) の Ck および Sk との関係を導け。

【課題1.2.2】

xn = a のDFTを計算せよ。

【課題1.2.3】

xn = a cos{2π f0 (n – 1) t}, (n = 1, …, N) のDFTを計算せよ。

【課題1.2.4】

DFTを計算するプログラムを作ってみよう＞気が向いた人

アクロスデータ解析セミナー
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1.3 音声データのフーリエ変換
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図1は『あー』という声の音声データ。

図2はその一部を拡大したもので、同じような波形が

繰り返されているのが分かる。

図3は離散フーリエ変換によって得られた

振幅スペクトル。

サンプリング周波数 fs = 22050Hz

サンプリング時間間隔 t = 1/22050 sec

[image: image66.emf]0 1 2 3 4 5

-0.1

0

0.1

スペクトル

frequency / Hz

 

 

Re X

Im X

0 1 2 3 4 5

-0.1

0

0.1

frequency / Hz

 

 

Re Y

Im Y

[image: image67.emf]0 1 2 3 4 5

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

frequency / Hz

クロスパワースペクトルC と パワースペクトルP

 

 

Re C

Im C

P

[image: image68.emf]0 2 4 6 8 10

-0.02

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

lag time / s

相互相関関数c と 自己相関関数p

 

 

c

p

なので、ナイキスト周波数は
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ナイキスト周波数を境に対称になっている。

図4は振幅スペクトルの低周波側を拡大したもの。

鋭いピークが等間隔に並ぶ。

最大のピークは220Hz付近であり、これが基本の

音程を表している。図2の繰返し周期を見ると

だいたい1/220秒ぐらいになっている。

他のピークは高調波と呼ばれる成分で、波形が

正弦波から歪むことに関係する。

（音では倍音と呼ばれるものに相当）

周期Tで繰り返す波は一般に基本波の周波数1/Tの

倍数のスペクトル成分を持つ。
このようにDFTは音声データの解析には

普通に用いられる。Windows PCとMatlabで

音声データ解析の練習ができる。

(1) ｻｳﾝﾄﾞﾚｺｰﾀﾞｰで適当な音を録音して、
wavファイルに保存。

(2) Matlabのwavreadコマンドで読み込む。
[x,fs,nb] = wavread('file.wav');
n = length(x);
t = [0 : 1/fs : (n-1)/fs]';
subplot(2,1,1); plot(t,x);
X = fft(x)/n;
f = [0 : fs/n : (n-1)*fs/n]';
subplot(2,1,2); plot(f,abs(X))
[image: image72.emf]1 1.5 2 2.5 3

-0.5

0

0.5

1

1.5

time / s

 

 

boxcar

50% cosine taper

hanning

[image: image73.emf]0 1 2 3 4 5

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

frequency / Hz

 

 

boxcar

50% cosine taper

hanning

[image: image74.emf]0 0.1 0.2 0.3 0.4

-0.5

0

0.5

1

1.5

time / s

input x

0 20 40 60 80 100

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

frequency / Hz

input X

 

 

Re X

Im X

0 20 40 60 80 100

-0.5

0

0.5

1

1.5

frequency / Hz

frequency window W

0 0.1 0.2 0.3 0.4

-20

-10

0

10

20

30

40

time / s

frequency window w

0 0.1 0.2 0.3 0.4

-0.5

0

0.5

1

1.5

time / s

output y

0 20 40 60 80 100

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

frequency / Hz

output Y

 

 

Re Y

Im Y

図5は指ぱっちんの音声データ。

インパルス的な波形になっている。

図6はその振幅スペクトル、図7は低周波側を

拡大したものである。

『あー』のデータと違い連続的な振幅スペクトルが

得られた。

アクロスのデータはどちらかというと『あー』的であり、

地震のデータはどちらかというと指ぱっちん的である。

『あー』では位相スペクトルを描かなかったが、

実際は振幅と位相の両方が得られる。

図8は位相スペクトルである。斜めに点が並んでいる。

これをMatlab関数unwrapを用いて連続的につないだのが

図9である。ほぼ直線になってしまったが、この傾きが

実は図5の振幅が大きい時刻(約0.08秒)を表している。

詳細は後ほど。

[参考]

>> help unwrap

  UNWRAP   位相角の連続性
  UNWRAP(P)は、変化の絶対値がpiより大きいとき、
  2*piの補数に変更して、位相角Pを連続にします。

【課題1.3.1】

適当な音声ファイルをDFTしてみよう。

ただしファイルサイズが大きすぎると計算が大変。

1.4 フーリエ変換の性質

離散フーリエ変換はベクトルの一次変換で表せる。

時系列データのベクトル x = [x1, …, xN]T
複素フーリエ係数のベクトル X = [X1, …, XN]T
DFTを表す行列 F


X = Fx

(1.4.1)


x = F –1X
離散フーリエ変換には以下の性質がある。

《線型性》

x, y のDFTをそれぞれ X, Y とすると、z = a x + b y のDFTは


Z = a X + b Y
(1.4.2)

《対称性》

x のDFTが X のとき、X のDFTを x' とすると

x' = [x1, xN, xN – 1, xN – 2, …, x3, x2]T/N
つまり、X のDFTは x の2～N番目が逆順に
なって1/Nがかかったもの。

《時間推移》

x を s サンプル（時間st）だけずらした時系列データ

y = [xN – s + 1, …, xN, x1, x2, …, xN – s]T
のDFTは
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(1.4.4)

ここで fk = (k – 1)/(Nt)

【例題1.4.1】

δ関数のフーリエ変換。

まず、時刻0 (n = 1) にインパルスがある時系列 xn = n1 = [1, 0, …, 0] のDFT
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(1.4.5)

ここで tn = (n – 1)t

次に、時刻st (n = s + 1)にインパルスがある場合 yn = n(s+1) = [0, …, 1, …, 0] のDFT
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(1.4.6)

【課題1.4.1】

式(1.4.4)の関係を導け。

【課題1.4.2】

例題1.4.1を図を用いて説明。

◆時間のずれがサンプリング時間間隔の整数倍でない一般的な場合◆

連続時系列 x(t) を時間間隔 t でサンプリングする。( 離散時系列データ xn = x(tn)

時間が ずれた時系列 y(t) = x(t – ) をサンプリング。( 時系列データ yn = y(tn) = x(tn – )

元の連続時系列が複素フーリエ係数 Xk だけで表されるとすると
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(1.4.7)

式1.4.4と同様な関係が成り立つ。

《周波数推移》

逆に周波数がずれる場合は次の関係が成り立つ。

Y(f) = X(f – g) の逆DFTは
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(1.4.8)

アクロスデータ解析セミナー

2007/05/16 羽佐田葉子

1.4 フーリエ変換の性質（続き）

《積とコンボリューション》

2つの時系列データの積のフーリエ変換は、それぞれのフーリエ変換のコンボリューション（で表す）になる。

zn = xn yn  (n = 1, …, N)

  ↓フーリエ変換


[image: image14.wmf]å

å

+

=

+

-

+

=

-

+

+

=

*

=

N

k

k

N

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

k

Y

X

Y

X

Y

X

Z

1

'

'

1

'

1

'

'

1

'

  (k = 1, …, N)

(1.4.9)

［例題1.4.2］

式（1.4.9）を証明する。
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(1.4.10)

2つの複素フーリエ係数の積のフーリエ逆変換は、それぞれの逆変換のコンボリューションになる。

Zk = Xk Yk  (k = 1, …, N)


  ↓フーリエ逆変換
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(1.4.11)

【課題1.4.3】

式（1．4.11）を証明せよ。

《コンボリューションとは？》

式(1.4.9)
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(1.4.9)再掲

を図解すると


連続関数の場合は次のように表される。
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(1.4.12)


Matlabではconvというコマンドがコンボリューションを行うが、式（1.4.9）とは異なる。詳細はヘルプ参照。

convコマンドを使う場合、以下のようにすると式(1.4.9)と等価になる。

Z = conv(X,Y);

Z(1:n-1) = Z(1:n-1) + Z(n+1:end);

Z = Z(1:n);

【課題1.4.4】

適当な次の2つの時系列データのそれぞれのDFTと、その積のDFTをMatlabを使って行い、コンボリューションの関係にあることを確認せよ。

【課題1.4.5】

適当な次の2つの時系列データのそれぞれのDFTを行い、その結果の積を逆変換して、得られた時系列が元の2つの時系列データのコンボリューションになっていることを確かめよ。

1.5 相関関数とパワースペクトル

《相互相関関数とクロスパワースペクトル》

2つの時系列の相関を表す相互相関関数は、次のように定義される。
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(1.5.1)

相互相関関数はラグタイム  の関数で与えられる。

x, y のフーリエ変換がそれぞれ X, Y であるとき、

Ck = Xk* Yk







(1.5.2)

をクロスパワースペクトルと呼ぶ。クロスパワースペクトルのフーリエ逆変換を考えると
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(1.5.3)

{cm}は相互相関関数の離散系での表現と言える。

《自己相関関数とパワースペクトル》
式(1.5.1)で、x(t) とそれ自身との相関関数をとったものが自己相関関数である。
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(1.5.4)

自己相関関数は時系列の周期性などの特徴を表している。

x のフーリエ変換 X の絶対値の二乗である、


Pk = Xk* Xk = |Xk|2







(1.5.5)

はパワースペクトルと呼ばれる。このフーリエ逆変換は、式(1.5.3)の場合と同様に自己相関関数の離散系での表現を与える。
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(1.5.6)

アクロスデータ解析セミナー

2007/05/30 羽佐田葉子

1.5 相関関数とパワースペクトル（続き）

自己相関関数の対称性
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(1.5.7)

第1項はn' = n + m – 1, 第2項はn'' = n + m – 1 – N に和の変数を変換すると
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(1.5.8)

したがって

p2 = pN  ,  p3 = pN – 1  ,  p4 = pN – 2  , …
［例題1.5.1］

矩形関数のパワースペクトルと自己相関

矩形関数
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   (1.5.9)

離散フーリエ変換を求めると
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      (1.5.10)

パワースペクトルは

k = 1のとき
Pk = |Xk|2 = b2/N2

   (1.5.11)

k ( 1のとき
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   (1.5.12)

fk = (k – 1) / (Nt) を用いて書き直すと
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(1.5.13)

自己相関関数は、b ＜ N/2 ならば
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(1.5.14)


【課題1.5.1】

xn = cos (2 f0 tn – ) のパワースペクトルと自己相関関数はどうなるか？

xn, そのフーリエ変換 Xk, パワースペクトル Pk, 自己相関関数 pm のグラフを描いて説明せよ。

アクロスデータ解析セミナー

2007/06/06 羽佐田葉子

1.5 相関関数とパワースペクトル（続き２）
［例題1.5.2］

2つの矩形関数の相互相関
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   (1.5.15)
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yn は xn が s サンプル （時間 st） だけずれた

データであるから、そのDFTは時間推移の性質 

（07/05/02 3ページの式1.4.4）より
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クロスパワースペクトルは以下のようになる。
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Ck は Xk のパワースペクトル Pk と 
[image: image34.wmf])
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の

積になっている。再び時間推移の性質を考えると、

Ck のフーリエ逆変換である相互相関関数 cm は、

Pk のフーリエ逆変換である自己相関関数 pm が 

s サンプル （時間 st） だけずれた関数である。
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以上より、時間 st だけずらした時系列データと元のデータとの相互相関関数は、元のデータの自己相関関数を時間 st だけずらしたものになる。

ちなみに、yn のパワースペクトルは、xn のパワースペクトルに等しい。つまり、時間がずれてもパワースペクトルと自己相関関数は変化しない。
【課題1.5.2】

例題1.5.2で、クロスパワースペクトルの位相 Arg Ck がどうなるかを説明せよ。

【課題1.5.3】

xn を、s サンプルずらしたデータを yn、2s サンプルずらしたデータを wn とするとき、

xn と zn = 3 yn + wn との相互相関関数はどうなるか。

1.6 窓関数とフィルタ

データから、ある時間または周波数の範囲だけを取り出す処理に使用する関数を窓関数 (window function) とよぶ。

《時間窓 (time window)》 …特定の時間範囲を取り出す

矩形窓 または 方形窓 (boxcar window, rectangular window)
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(1.6.1)

という窓関数を時系列データ xn (n=1, …, N)にかける窓処理を考える。

窓処理後のデータ yn = wn xn の離散フーリエ変換は、積とコンボリューションの関係より、窓関数のフーリエ変換 Wk を用いて
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(1.6.2)

と表せる。

ここで、窓関数のフーリエ変換について
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(1.6.3)

2 (k – 1)/N ≪1 （N が大きく k が小さい）のとき、分母は 2(k – 1) に近づく。
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(1.6.4)

     の部分は
[image: image41.wmf]x
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の形をしている。この関数を標本化関数 sampling function という。

連続フーリエ変換では、矩形窓関数のフーリエ変換は標本化関数で表される。

矩形時間窓のフーリエ変換

［例題1.6.1］

コサイン関数に x（ｔ） = cos (2 f0 t) に 1≦t≦2 の矩形時間窓をかけたもののフーリエ変換はどうなるか？

f0 = 6 Hz とする。
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【課題1.6.1】

色々な関数で、矩形時間窓の効果を試してみよう。
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1.6 窓関数とフィルタ（続き）
矩形時間窓をかけると、元のデータに含まれる周波数の両側にスペクトルが広がる。

これをさけるために、時間窓の両側を滑らかにした窓関数が使われることが多い。

ハニング窓 (hanning window)
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(1.6.5)

コサインテーパ (cosine taper, tukey window)
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(1.6.6)

テーパ比率 r = 2s / (n1 – n2) が 0 のとき矩形窓になり、1 のときハニング窓になる。

【課題1.6.2】

x(t) = 3 cos(2・30 t) + 2 sin(2・20 t) に t=0.5~1.5 の60%コサインテーパー型時間窓をかけたもののスペクトルを計算せよ。
《周波数間窓 (frequency window)》 …特定の周波数範囲を取り出す

周波数窓処理は、周波数スペクトルと窓関数との積であり、時間領域では時系列データと窓関数の逆フーリエ変換とのコンボリューションで表される。

時系列データ xn ( フーリエ変換 ( 周波数スペクトル Xk 

( 周波数窓 Yk = Wk Xk ( 逆フーリエ変換 ( yn = (1/N) wn xn


上の図は周波数窓の一例。周波数窓はナイキスト周波数を境に対称になるように設計。

低周波のみを残して高周波をカットする low-pass filter になっている。下図は逆の high-pass filter の例。

band-pass filter の例

【課題1.6.3】

x(t) = 3 (t – 30) – 2  ( t – 20) に f=0.5~1.5 の ハニング型周波数窓をかけた時間関数を計算せよ。
1.7 線形システム

入力信号                     出力信号

  x(t)        線形システム       y(t)

  X(f)                          Y(f)

入力信号と出力信号の関係が、システムの特性を表す周波数の関数 H(f) を用いて次のように表せるとき


Y(f) = H(f) X(f)

このシステムを線形システムといい、システムの特性を表す関数 H(f) =Y(f)/X(f) を伝達関数と呼ぶ。

H(f) の 絶対値 | H(f) | を振幅特性、偏角 Arg H(f) を位相特性という。

上の関係は周波数領域で積の関係を表しているが、時間領域では以下のようにコンボリューションとなる。


y(t) = (1/N) h(t) ＊ x(t)

入力がインパルス x(t) = (t) のとき、出力は y(t) = h(t)/N となり、この h(t)/N をインパルス応答と呼ぶ。

【課題1.6.4】

ある電子回路の周波数特性を測りたい。どうすればいい？

アクロスデータ解析セミナー

2007/06/20 羽佐田葉子

1.8 スペクトログラム

周波数スペクトルの時間変化を表示したものをスペクトログラムという。

時系列データをフーリエ変換して得られるスペクトルは、データの中に含まれる周波数成分がどんな振幅と位相を持っているかを表す。しかし、実際に計測される様々な時系列データは、含まれる周波数成分の様子が時間とともに変化する場合が少なくない。このような場合、スペクトログラムを作成することは非常に有意義である。

《スペクトログラムの作り方》

一番単純な方法は、時系列データをある時間幅ごとに区切ってそれぞれフーリエ変換する方法である。
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上の図はWINDOWS付属の音声データを用いてスペクトログラムの作り方を示したものである。

データを20個の時間区間に分割し、それぞれにDFTをかけて振幅スペクトルを作り、カラーで表示した。

振幅スペクトルの時間変化以外に、実数部分・虚数部分や位相スペクトルで見る場合もあり得る。

また、時間区間を一部重なるようにとったり、窓関数をかける場合もある。
《注意する点》

時間区間を短く区切ると、周波数分解能が悪くなる。周波数を細かく分解するためには、時間区間を長くとらなければならず、時間の分解能が悪くなる。一つのデータの見方を変えているだけなので、いろいろな分割方法でスペクトログラムを作成してみて、データの特徴を捉えやすい方法を選ぶ必要がある。

《付録》

スペクトログラムを表示するMatlab用プログラム spc01.m （β版） を作ってみました。

Matlab7 R14以降に対応しています。それ以前のバージョンでは正常に動かないかもしれません。

今のところ、テキストファイルとMATファイル、WAVファイルのデータを読み込めます。

まだ使い勝手が悪いと思います。不具合報告・改善要望をお待ちしております。
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【課題1.7.1】

spc01を使って、地震波形、音声ファイル、ACROSSの観測データなどのスペクトログラムを作成してみよう。
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図3：『あー』の振幅スペクトル





図2：『あー』という声の音声データ(拡大)





図4：『あー』の振幅スペクトル(拡大)
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図1：『あー』という声の音声データ





F は Fkn = (1/N)e– 2i(n – 1)(k – 1)/N という要素からなるN×Nの正方行列であり、これは対称行列である。


F の逆行列 F–1 の要素はF–1nk = e2i(n – 1)(k – 1)/N = N Fnk* 
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窓関数の振幅スペクトル


























_1240692273.unknown

_1241873694.unknown

_1242146254.unknown

_1242201671.unknown

_1242470420.unknown

_1242634981.unknown

_1243924561.unknown

_1242545219.unknown

_1242228760.unknown

_1242229025.unknown

_1242228531.unknown

_1242146741.unknown

_1242150123.unknown

_1242146433.unknown

_1241889550.unknown

_1242146240.unknown

_1241873782.unknown

_1240760203.unknown

_1241632325.unknown

_1241633997.unknown

_1241633638.unknown

_1241632316.unknown

_1240759584.unknown

_1240759822.unknown

_1240733542.unknown

_1239573048.unknown

_1239576709.unknown

_1240683380.unknown

_1240683391.unknown

_1240664852.unknown

_1239574990.unknown

_1239576261.unknown

_1239573322.unknown

_1238866227.unknown

_1238921793.unknown

_1238922080.unknown

_1239172185.unknown

_1238869089.unknown

_1238869327.unknown

_1238839780.unknown

_1238839868.unknown

_1238837653.unknown

